
Exercise Sheet – Mathematical Analysis III

Taiyang Xu∗

20/11/2025, Week 11

练习 1. 设函数 f(x, y) = |x− y|g(x, y), 其中函数 g 在 (0, 0) 的邻域连续。

(1) 试确定函数 g(x, y) 应满足的条件，使得 f ′
x(0, 0) 和 f ′

y(0, 0) 存在；

(2) 在上述确定的条件下，试讨论函数 f(x, y) 在 (0, 0) 的可微性。

解答 1. (1) 由偏导数的定义计算 f ′
x(0, 0):

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

|x|g(x, 0)
x

.

考虑左右极限:

lim
x→0+

xg(x, 0)

x
= lim

x→0+
g(x, 0) = g(0, 0),

lim
x→0−

−xg(x, 0)
x

= lim
x→0−

−g(x, 0) = −g(0, 0).

f ′
x(0, 0) 存在的充要条件是左右极限相等，即 g(0, 0) = −g(0, 0)，从而 g(0, 0) = 0.

同理计算 f ′
y(0, 0):

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

| − y|g(0, y)
y

= lim
y→0

|y|g(0, y)
y

.

左右极限分别为 g(0, 0) 和 −g(0, 0)，存在的条件同样是 g(0, 0) = 0.

综上，函数 g(x, y) 应满足的条件是 g(0, 0) = 0. 此时 f ′
x(0, 0) = 0, f ′

y(0, 0) = 0.

(2) 在条件 g(0, 0) = 0 下，考察 f 在 (0, 0) 的可微性。根据可微性定义，需判断以下极限是否为零：

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)− f ′
x(0, 0)x− f ′

y(0, 0)y√
x2 + y2

.

代入已知数值，该极限为：

lim
(x,y)→(0,0)

|x− y|g(x, y)√
x2 + y2

.
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注意到 |x−y|√
x2+y2

≤ |x|+|y|√
x2+y2

≤
√
x2+y2+

√
x2+y2√

x2+y2
= 2 (或者利用极坐标 r| cos θ−sin θ|

r
有界). 即函数

|x−y|√
x2+y2

是有界的。又因为 g(x, y) 在 (0, 0) 连续且 g(0, 0) = 0，所以 lim(x,y)→(0,0) g(x, y) = 0.

由“有界量与无穷小量的乘积仍为无穷小量”可知：

lim
(x,y)→(0,0)

|x− y|√
x2 + y2

g(x, y) = 0.

因此，在条件 g(0, 0) = 0 下，函数 f(x, y) 在 (0, 0) 处可微。

练习 2. 假设 a = (a1, · · · , an) ∈ Rn, F : Rn → R, F ∈ C1(Rn) 且

F (x) = a · ∇F =
∑
i

ai
∂

∂xi
F, ∀x ∈ Rn.

若存在常数 K > 0 使得 |F (x)| < K, ∀x ∈ Rn. 证明 F (x) ≡ 0.

解答 2. 若 a = 0, 则方程直接给出 F (x) = 0, 结论显然成立.
若 a ̸= 0, 对任意固定的 x ∈ Rn, 考虑定义在直线上的辅助函数 g(t) = F (x + ta), 其中 t ∈ R.

对 t 求导, 利用链式法则及题设条件 a · ∇F (y) = F (y):

g′(t) = ∇F (x+ ta) · d
dt
(x+ ta) = ∇F (x+ ta) · a = F (x+ ta) = g(t).

这是一个关于 g(t) 的一阶线性常微分方程:

dg

dt
= g.

其通解为 g(t) = Cet. 代入初始条件 t = 0, 得 C = g(0) = F (x). 故有关系式:

F (x+ ta) = F (x)et, ∀t ∈ R.

由题设, F 有界, 即存在常数 K > 0 使得 |F (y)| < K 对任意 y ∈ Rn 成立. 将此应用于上述关系式,
对任意 t ∈ R 有:

|F (x+ ta)| = |F (x)|et < K.

令 t → +∞, 若 |F (x)| > 0, 则 limt→+∞ |F (x)|et = +∞, 这与 |F (x + ta)| < K 矛盾. 因此必须有

F (x) = 0. 由于 x 是任意选取的, 故 F (x) ≡ 0.

练习 3. 计算 ∫ 1

0

dx

∫ √
x

x

sin y
y

dy.
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解答 3. 交换积分次序. 积分区域为 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤
√
x. 注意到 y 从 0 到 1, 对于固定 y, x 满

足 y2 ≤ x ≤ y. 故

I =

∫ 1

0

sin y
y

dy

∫ y

y2
dx =

∫ 1

0

sin y
y

(y − y2)dy =

∫ 1

0

(1− y) sin y dy.

计算得 ∫ 1

0

(1− y) sin y dy =
[
−(1− y) cos y

]1
0
−
∫ 1

0

cos y dy = 1− sin 1.

练习 4. 假设 f : R → (0,+∞) 连续且满足
∫
R f(t)dt = 1. 如果区间 I = [a, b] 在所有满足约束条件∫ d

c
f(t)dt = 1

2
的区间集中具有最小长度，即有∫ b

a

f(t)dt =
1

2
且 b− a = min

{
d− c;

∫ d

c

f(t)dt =
1

2

}
.

试分别利用隐函数存在定理，以及 Lagrange 乘数法给出如下断言的两个完全不同的证明：f(a) = f(b).

解答 4. (1) 利用隐函数存在定理证明：

定义函数 G(c, d) =
∫ d
c
f(t)dt − 1

2
. 根据题设，我们要在约束条件 G(c, d) = 0 下，求目标函数

L(c, d) = d− c 的极小值点 (a, b).

由于 f 连续且 f > 0，偏导数为：

∂G

∂c
= −f(c), ∂G

∂d
= f(d).

因为 f(d) > 0，根据隐函数存在定理，方程 G(c, d) = 0 在 (a, b) 附近确定了一个可微函数 d =

d(c)，满足 G(c, d(c)) = 0. (注意: 这里验证隐函数存在定理的适用条件需要利用到
∫
R f(t) dt =

1, 更多的细节留给读者思考) 对该式关于 c 求导：

∂G

∂c
+
∂G

∂d

dd
dc = 0 =⇒ −f(c) + f(d)

dd
dc = 0 =⇒ dd

dc =
f(c)

f(d)
.

现在考虑目标函数 L(c) = d(c)− c. 由于 (a, b) 是极小值点，必有 L′(a) = 0.

L′(c) =
dd
dc − 1 =

f(c)

f(d)
− 1.

令 c = a, d = b，则有
f(a)

f(b)
− 1 = 0 =⇒ f(a) = f(b).

(2) 利用 Lagrange 乘数法证明：
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设目标函数为 L(c, d) = d− c，约束条件为 g(c, d) =
∫ d
c
f(t)dt− 1

2
= 0. 构造 Lagrange 函数：

L(c, d, λ) = (d− c) + λ

(∫ d

c

f(t)dt− 1

2

)
.

求偏导数并令其为零：

∂L
∂c

= −1 + λ(−f(c)) = −1− λf(c) = 0,

∂L
∂d

= 1 + λf(d) = 0,

∂L
∂λ

=

∫ d

c

f(t)dt− 1

2
= 0.

在极值点 (a, b) 处，上述方程成立。由前两个方程可得：

λf(a) = −1 且 λf(b) = −1.

由此推出 λf(a) = λf(b). 由于 f(t) > 0，必有 λ ̸= 0 (否则 −1 = 0 矛盾)，因此可以消去 λ，

得到

f(a) = f(b).

练习 5. 设函数 u = F (x, y, z) 在条件 φ(x, y, z) = 0 和 ψ(x, y, z) = 0 之下在点 P0(x0, y0, z0) 取得条件

极值 m, 证明曲面 F (x, y, z) = m,φ(x, y, z) = 0, ψ(x, y, z) = 0 在点 P0(x0, y0, z0) 的法线共面，其中函

数 F,φ, ψ ∈ C1(R3) 且在任一点处的梯度向量均非零。

解答 5. 根据 Lagrange 乘数法，若 P0(x0, y0, z0) 是函数 F (x, y, z) 在约束条件 φ(x, y, z) = 0 和

ψ(x, y, z) = 0 下的极值点，且梯度向量 ∇φ(P0) 与 ∇ψ(P0) 线性无关（若线性相关，则结论显然成

立，因为三个向量中两个共线，必然共面），则存在常数 λ, µ 使得在 P0 点处满足：

∇F (P0) + λ∇φ(P0) + µ∇ψ(P0) = 0.

即

∇F (P0) = −λ∇φ(P0)− µ∇ψ(P0).

我们知道，曲面 G(x, y, z) = c 在点 P 处的法向量平行于梯度向量 ∇G(P )。因此，曲面

F (x, y, z) = m 在 P0 处的法向量为 nF = ∇F (P0); 曲面 φ(x, y, z) = 0 在 P0 处的法向量为

nφ = ∇φ(P0); 曲面 ψ(x, y, z) = 0 在 P0 处的法向量为 nψ = ∇ψ(P0)。

上述 Lagrange 乘数法的结论表明，向量 nF 可以表示为向量 nφ 和 nψ 的线性组合。根据线性

代数的知识，如果三个向量线性相关，或者其中一个向量可以由另外两个向量线性表示，则这三个

向量共面。因此，三个曲面在点 P0 处的法线共面。
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练习 6. 考察方程 x+ y2

2
+ z

2
+ sin z = 0.

(1) 证明它在 (0, 0, 0) 附近唯一确定了隐函数 z = f(x, y).

(2) 写出 f(x, y) 在 (0, 0) 处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开。

解答 6. (1) 令 F (x, y, z) = x+ y2

2
+ z

2
+ sin z. 首先验证点 (0, 0, 0) 满足方程:

F (0, 0, 0) = 0 + 0 + 0 + sin 0 = 0.

其次, F 在 R3 上显然是 C∞ 的. 计算 F 对 z 的偏导数:

Fz =
∂F

∂z
=

1

2
+ cos z.

在点 (0, 0, 0) 处:
Fz(0, 0, 0) =

1

2
+ cos 0 =

3

2
̸= 0.

根据隐函数存在定理, 方程 F (x, y, z) = 0 在 (0, 0, 0) 的某个邻域内唯一确定了一个连续可微的

函数 z = f(x, y), 且满足 f(0, 0) = 0.

(2) 为了求 z = f(x, y) 在 (0, 0) 处的二阶 Taylor 展开, 我们需要计算 zx, zy, zxx, zxy, zyy 在 (0, 0)

处的值.

对方程 x+ y2

2
+ z

2
+ sin z = 0 两边关于 x 求导:

1 +
1

2
zx + (cos z)zx = 0 =⇒ zx(

1

2
+ cos z) = −1.

代入 (x, y, z) = (0, 0, 0), 得 zx(0, 0) · 3
2
= −1, 故 zx(0, 0) = − 2

3
.

对方程两边关于 y 求导:

y +
1

2
zy + (cos z)zy = 0 =⇒ zy(

1

2
+ cos z) = −y.

代入 (x, y, z) = (0, 0, 0), 得 zy(0, 0) · 3
2
= 0, 故 zy(0, 0) = 0.

接着求二阶偏导数. 对 zx(
1
2
+ cos z) = −1 关于 x 求导:

zxx(
1

2
+ cos z) + zx(− sin z)zx = 0.

代入 (0, 0, 0) 及 zx = − 2
3
:

zxx ·
3

2
+ (−2

3
) · 0 · (−2

3
) = 0 =⇒ zxx(0, 0) = 0.

对 zx(
1
2
+ cos z) = −1 关于 y 求导:

zxy(
1

2
+ cos z) + zx(− sin z)zy = 0.
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代入数值:
zxy ·

3

2
+ (−2

3
) · 0 · 0 = 0 =⇒ zxy(0, 0) = 0.

对 zy(
1
2
+ cos z) = −y 关于 y 求导:

zyy(
1

2
+ cos z) + zy(− sin z)zy = −1.

代入数值:
zyy ·

3

2
+ 0 = −1 =⇒ zyy(0, 0) = −2

3
.

综上, f(0, 0) = 0, fx(0, 0) = − 2
3
, fy(0, 0) = 0, fxx(0, 0) = 0, fxy(0, 0) = 0, fyy(0, 0) = − 2

3
. 故

f(x, y) 在 (0, 0) 处的二阶 Taylor 展开式为:

f(x, y) = f(0, 0) + fx(0, 0)x+ fy(0, 0)y +
1

2
[fxx(0, 0)x

2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y
2] + o(x2 + y2)

= 0− 2

3
x+ 0 +

1

2
[0 + 0− 2

3
y2] + o(x2 + y2)

= −2

3
x− 1

3
y2 + o(x2 + y2).

练习 7. 假设 α ∈ R. 考察函数 fα(x, y) = x3 − y3 + 3αxy 的极值点与极值。

解答 7. 首先求函数的驻点。计算一阶偏导数并令其为零：fx(x, y) = 3x2 + 3αy = 0 =⇒ x2 + αy = 0,

fy(x, y) = −3y2 + 3αx = 0 =⇒ y2 − αx = 0.

情形 1：若 α = 0，则方程组化为 x2 = 0, y2 = 0，解得唯一驻点 (0, 0)。此时 f(x, y) = x3− y3。
在 x 轴上 f(x, 0) = x3，在 x > 0 时为正，在 x < 0 时为负，故 (0, 0) 不是极值点（是鞍点）。

情形 2：若 α ̸= 0。由第一个方程得 y = −x2

α
，代入第二个方程得：(

−x
2

α

)2

− αx = 0 =⇒ x4

α2
− αx = 0 =⇒ x(x3 − α3) = 0.

解得 x1 = 0 或 x2 = α。当 x1 = 0 时，y1 = 0，得到驻点 P1(0, 0)。当 x2 = α 时，y2 = −α2

α
= −α，

得到驻点 P2(α,−α)。
接下来利用二阶偏导数判定极值。计算二阶偏导数：

fxx = 6x, fxy = 3α, fyy = −6y.

Hessian 矩阵的行列式为：

H(x, y) = fxxfyy − (fxy)
2 = (6x)(−6y)− (3α)2 = −36xy − 9α2.
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(i) 在点 P1(0, 0) 处：

H(0, 0) = −9α2 < 0.

故 P1(0, 0) 是鞍点，不是极值点。

(ii) 在点 P2(α,−α) 处：

H(α,−α) = −36(α)(−α)− 9α2 = 36α2 − 9α2 = 27α2 > 0.

故 P2 是极值点。极值类型取决于 fxx(α,−α) = 6α 的符号。

• 若 α > 0，则 fxx = 6α > 0，函数在 (α,−α) 处取得极小值。极小值为：

f(α,−α) = α3 − (−α)3 + 3α(α)(−α) = 2α3 − 3α3 = −α3.

• 若 α < 0，则 fxx = 6α < 0，函数在 (α,−α) 处取得极大值。极大值为：

f(α,−α) = −α3.

综上所述：

• 当 α = 0 时，无极值点。

• 当 α > 0 时，在 (α,−α) 处取得极小值 −α3。

• 当 α < 0 时，在 (α,−α) 处取得极大值 −α3。

• 点 (0, 0) 始终是鞍点。

练习 8.

(1) 说明下述反常积分存在并计算之：

I =

∫∫
R2

min{x, y}e−(x2+y2)dxdy.

(2) 判断下述反常重积分是否存在并证之：

J =

∫∫
x,y≥1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy.

解答 8. (1) 由对称性, 可将积分区域分为 x ≤ y 和 x > y 两部分:

I =

∫∫
x≤y

xe−(x2+y2)dxdy +

∫∫
x>y

ye−(x2+y2)dxdy.
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由对称性, 两部分相等, 故

I = 2

∫∫
x≤y

xe−(x2+y2)dxdy.

在区域 x ≤ y 上, y 从 −∞ 到 ∞, x 从 −∞ 到 y. 故

I = 2

∫ ∞

−∞

∫ y

−∞
xe−x

2

e−y
2

dxdy.

内层积分:
∫ y
−∞ xe−x

2

dx =
[
− 1

2
e−x

2
]y
−∞

= − 1
2
e−y

2 . 于是

I = 2

∫ ∞

−∞

(
−1

2
e−y

2

)
e−y

2

dy = −
∫ ∞

−∞
e−2y2dy = −

√
π

2
.

故 I = −
√

π
2
.

(2) 考虑在矩形区域 [1, R]× [1, S] 上的积分:

JR,S =

∫ R

1

∫ S

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy.

先计算内层积分. 固定 y, 计算: ∫ R

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx.

注意到:
d

dx

(
x

x2 + y2

)
=

(x2 + y2)− x(2x)

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
= − x2 − y2

(x2 + y2)2
.

因此 ∫ R

1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx =

[
− x

x2 + y2

]R
1

= − R

R2 + y2
+

1

1 + y2
.

再对 y 积分

JR,S =

∫ S

1

(
− R

R2 + y2
+

1

1 + y2

)
dy =

[
− arctan

(
y

R

)
+ arctan y

]S
1

.

所以

JR,S =

(
− arctan

(
S

R

)
+ arctanS

)
−

(
− arctan

(
1

R

)
+ arctan 1

)
.

即

JR,S = arctanS − arctan
(
S

R

)
+ arctan

(
1

R

)
− π

4
.

现在考虑 R,S → ∞ 的极限. 如果取 R = S, 则:

JR,R = arctanR− arctan 1 + arctan
(
1

R

)
− π

4
= arctanR− π

4
+ arctan

(
1

R

)
− π

4
.
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当 R→ ∞ 时，arctanR→ π
2
, arctan(1/R) → 0, 故

lim
R→∞

JR,R =
π

2
− π

4
+ 0− π

4
= 0.

但如果取不同的路径, 例如令 S = 2R, 则

JR,2R = arctan(2R)− arctan 2 + arctan
(
1

R

)
− π

4
.

当 R→ ∞ 时，arctan(2R) → π
2
, arctan(1/R) → 0, 故

lim
R→∞

JR,2R =
π

2
− arctan 2 + 0− π

4
=
π

4
− arctan 2.

由于 arctan 2 ̸= π
4
, 此极限不为 0.

由于沿不同路径 (R,R) 和 (R, 2R) 的极限不同, 故反常积分 J 不存在.

练习 9. 设 Ω 是由曲线 Γ :

x
2 + z2 = x

y =
√
x2 + z2

绕 z 轴旋转一周所成曲面 S 所围成的有界区域。

(1) 证明曲面 S 有如下表达式：

(x2 + y2 + z2 − 1)2 = 1− 4z2;

(2) 计算三重积分

I =

∫∫∫
Ω

√
x2 + y2 + z2dxdydz.

解答 9. (1) 设 Γ 上动点坐标为 (x0, y0, z0). 由题设, 满足:x
2
0 + z20 = x0 · · · (1)

y0 =
√
x20 + z20 · · · (2)

由 (2) 得 y20 = x20 + z20 , 代入 (1) 得 y20 = x0.

设曲面 S 上任意一点为 (x, y, z). 由旋转曲面的定义, 该点由 Γ 上某点 (x0, y0, z0) 绕 z 轴旋转

得到, 故满足:
z = z0,

√
x2 + y2 =

√
x20 + y20 .

令 ρ =
√
x2 + y2. 则 ρ2 = x20 + y20 . 利用 x0 = y20 , 有 ρ2 = x20 + x0. 又由 (1) 知 z2 = x0 − x20.

令 r2 = x2 + y2 + z2 = ρ2 + z2. 则

r2 = (x20 + x0) + (x0 − x20) = 2x0 =⇒ x0 =
r2

2
.
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将 x0 = r2/2 代入 z2 = x0 − x20:

z2 =
r2

2
−

(
r2

2

)2

=
r2

2
− r4

4
.

整理得 r4 − 2r2 + 4z2 = 0. 配方得 (r2 − 1)2 − 1 + 4z2 = 0, 即

(r2 − 1)2 = 1− 4z2.

代入 r2 = x2 + y2 + z2, 即得证.

(2) 采用球坐标变换: x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. 代入曲面方程 (r2 − 1)2 =

1− 4r2 cos2 θ. 展开得 r4 − 2r2 + 1 = 1− 4r2 cos2 θ, 化简得

r2(r2 − 2 + 4 cos2 θ) = 0.

非平凡解为 r2 = 2−4 cos2 θ. 为使 r 有意义, 需 2−4 cos2 θ ≥ 0, 即 cos2 θ ≤ 1
2
, 从而 π

4
≤ θ ≤ 3π

4
.

积分区域 Ω 在球坐标下表示为:

0 ≤ φ ≤ 2π,
π

4
≤ θ ≤ 3π

4
, 0 ≤ r ≤

√
2− 4 cos2 θ.

计算积分:

I =

∫ 2π

0

dφ

∫ 3π/4

π/4

sin θdθ
∫ √

2−4 cos2 θ

0

r · r2dr

= 2π

∫ 3π/4

π/4

sin θ
[
r4

4

]√2−4 cos2 θ

0

dθ

=
π

2

∫ 3π/4

π/4

sin θ(2− 4 cos2 θ)2dθ

= 2π

∫ 3π/4

π/4

sin θ(1− 2 cos2 θ)2dθ.

令 u = cos θ, du = − sin θdθ. 当 θ = π/4 时 u = 1/
√
2; 当 θ = 3π/4 时 u = −1/

√
2.

I = 2π

∫ 1/
√
2

−1/
√
2

(1− 2u2)2du = 4π

∫ 1/
√
2

0

(1− 4u2 + 4u4)du

= 4π

[
u− 4

3
u3 +

4

5
u5
]1/√2

0

= 4π

(
1√
2
− 4

3
· 1

2
√
2
+

4

5
· 1

4
√
2

)
=

4π√
2

(
1− 2

3
+

1

5

)
= 2

√
2π · 8

15
=

16
√
2π

15
.
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