
Exercise Sheet – Mathematical Analysis III

Taiyang Xu∗

09/10/2025, Week 5

练习 1 (隐函数定理的应用).

(1) 对任意的 c ∈ Rn，我们可以定义一个次数为 n 的实系数多项式 Pc，即我们有映射

Rn → R[X], c 7→ Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn.

给定 b ∈ Rn，我们假设 Pb 有一个实数根 xb ∈ R 并且这个根的重数是 1。证明: 存在 b 在 Rn 中

的开邻域 U 和 xb 在 R 中的开邻域 V , 使得对任意的 c ∈ U , Pc 在 V 中恰有一个根 z(c) 并且重

数是 1, 并且 z(c) 是光滑的.

(2) 考虑实系数多项式 P (X) = Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn. 如果对 (c∗1, . . . , c

∗
n) ∈ Rn, P (X) 恰好有 n 个

两两不同的实根

z1(c
∗
1, . . . , c

∗
n) < z2(c

∗
1, . . . , c

∗
n) < · · · < zn(c

∗
1, . . . , c

∗
n).

证明: 存在 (c∗1, . . . , c
∗
n) ∈ Rn的开邻域 Ω和 Ω上的光滑函数 z1, . . . , zn,使得对任意的 (c1, . . . , cn) ∈

Ω, 我们有
z1(c1, . . . , cn) < z2(c1, . . . , cn) < · · · < zn(c1, . . . , cn)

并且

P (zi(c1, . . . , cn)) = 0 对于i = 1, . . . , n.

(3) 考虑 n × n 的实矩阵 A = (Aij)i,j≤n, 假设 A 有 n 个不同的实特征值 λ1 < λ2 < · · · < λn. 证明,
存在 ε > 0, 使得对任意的 n× n 的实矩阵 B = (Bij)i,j≤n, 如果对每对指标 (i, j), |Aij −Bij | < ε,
那么 B 有 n 个不同的实特征值 λ1(B) < λ2(B) < · · · < λn(B). 进一步证明, 如果将每个 λi 看做

是 B 的系数 Bij 的函数, 这些函数在区域 |Bij −Aij | < ε (其中 i, j ≤ n) 上是光滑的.

解答 2. (1) 定义 F : Rn × R → R:

F (c, x) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn,
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其中 c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn. 由题意可知 P (xb) = 0 且 P ′(xb) 6= 0, 因此:

F (b, xb) = 0 且
∂F

∂x
(b, xb) 6= 0.

由于 F 是光滑的 (多项式函数是光滑函数), 且满足 F (b, xb) = 0, ∂F
∂x

(b, xb) 6= 0. 根据隐函数
定理, 存在 b 的开邻域 U ⊂ Rn 和 xb 的开邻域 V ⊂ R 以及光滑函数 z : U → V 使得对于所

有 c ∈ U , 有:
F (c, z(c)) = 0 且 z(b) = xb.

又因为 ∂F
∂x

(c, z(c)) 6= 0, 该根是单根 (重数为 1).

(2) 考虑函数 F : Rn × R → R 定义为:

F (c, x) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn,

其中 c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn. 这是一个多项式函数, 因此是光滑的 (实际上是实解析的).

给定 (c∗1, . . . , c
∗
n) ∈ Rn, 且 P (X) 有 n 个两两不同的实根:

z∗1 < z∗2 < · · · < z∗n,

其中 z∗i = zi(c
∗
1, . . . , c

∗
n). 由于这些根都是单根, 我们有:

F (c∗, z∗i ) = 0 且
∂F

∂x
(c∗, z∗i ) 6= 0 对于i = 1, . . . , n.

对于每个 i = 1, . . . , n, 由于 F (c∗, z∗i ) = 0, ∂F
∂x

(c∗, z∗i ) 6= 0, 根据隐函数定理, 存在 (c∗1, . . . , c
∗
n)

的开邻域 Ui ⊂ Rn, z∗i 的开邻域 Vi ⊂ R, 以及光滑函数 zi : Ui → Vi, 使得对于所有 c ∈ Ui, 有:

F (c, zi(c)) = 0 且 zi(c
∗) = z∗i .

由于 z∗1 < z∗2 < · · · < z∗n, 我们可以选择不相交的邻域 Vi, 即:

Vi ∩ Vj = ∅ 对于i 6= j,

并且保持顺序:
supVi < infVi+1 i = 1, . . . , n− 1.

取

Ω = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un.

则 Ω 是 (c∗1, . . . , c
∗
n) 在 Rn 中的开邻域 (注意 c∗ ∈ Ω, 所以 Ω 非空).

对于任意 c = (c1, . . . , cn) ∈ Ω, 每个 zi(c) 被定义, 且由于 Vi 不相交并保持顺序, 我们有:

z1(c) < z2(c) < · · · < zn(c).
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每个 zi : Ui → Vi 是光滑的, 因此限制在 Ω 上也是光滑的. 于是, 映射:

c 7→ zi(c), i = 1, . . . , n

是从 Ω 到 R 的光滑函数. 此外, 对于每个 c ∈ Ω, 有:

P (zi(c)) = F (c, zi(c)) = 0 对于 i = 1, . . . , n.

(3) 考虑函数 F : Rn×n × R → R 定义为:

F (B, λ) = det(B − λI),

其中 B = (Bij) 是 n× n 实矩阵, λ ∈ R. 这是一个多项式函数, 因此是光滑的.

给定矩阵 A 有 n 个不同的实特征值 λ1 < λ2 < · · · < λn. 对于每个 i = 1, . . . , n, 有:

F (A, λi) = 0.

由于特征值 λi 都是单根, 特征多项式的导数在 λi 处不为零:

∂F

∂λ
(A, λi) 6= 0.

根据隐函数定理, 存在: A 的开邻域 Ui ⊂ Rn×n, λi 的开邻域 Vi ⊂ R, 以及光滑函数 Λi : Ui →
Vi, 使得对于所有 B ∈ Ui, 有:

F (B,Λi(B)) = 0 且 Λi(A) = λi.

即, Λi(B) 是矩阵 B 的特征值.

由于 λ1 < λ2 < · · · < λn, 我们可以选择不相交的邻域 Vi, 即:

Vi ∩ Vj = ∅ 对于i 6= j,

并且保持顺序:
supVi < infVi+1, i = 1, . . . , n− 1.

令:
U = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un. (A ∈ U)

由于每个 Ui 都是 A 的开邻域, 且有限个开邻域的交集仍是开邻域, 所以 U 是 A 在 Rn×n 中

的非空开邻域.

由于 U 是开集, 存在 ε > 0 使得集合:

{B ∈ Rn×n : |Aij −Bij | < ε 对于所有i, j} ⊂ U.
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对于任意满足 |Aij − Bij | < ε 的矩阵 B, 有 B ∈ U , 因此每个 Λi(B) 被定义, 且由于 Vi 不相

交并保持顺序, 有:
Λ1(B) < Λ2(B) < · · · < Λn(B).

即, B 有 n 个不同的实特征值.

每个 Λi : Ui → Vi 是光滑的, 因此限制在 U 上也是光滑的. 于是, 映射:

B 7→ Λi(B) 对于i = 1, . . . , n

是从 U 到 R 的光滑函数. 特别地, 当将每个 Λi 视为 B 的系数 Bij 的函数时, 这些函数在区
域 |Bij −Aij | < ε 中是光滑的.

注记 3. 在大家学过复变函数 (或复分析), 掌握 “解析性” 的相关概念后, 可以回来看看这道练习题目的
结论是否可以推广到复系数的多项式和复系数的矩阵上去.

练习 4 (偏导数的一个简单几何应用: 特征线法求解 (拟) 线性偏微分方程).
一阶 PDE: F (u, ux, uy, x, y) = 0, u = u(x, y).

• 线性 (linear) 方程
a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y)u,

其中 a, b, c 是光滑函数. 例如: ux + uy = 2.

• 拟线性 (quasi-linear) 方程, 如果它关于未知函数的最高阶偏导数是线性的, 但系数可以依赖于未
知函数本身.

a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u).

例如著名的 Hopf 方程: ut + 6uux = 0, 这里 u = u(x, t).

特征线法求解拟线性方程的一般思想:

dx

ds
= a,

dy

ds
= b,

du

ds
= c.

初始条件: x(s = 0, ξ) = x0(ξ), y(s = 0, ξ) = y0(ξ), u(s = 0, ξ) = u0(ξ).

(1) 考虑 ux + uy = 2, 并给出初始条件 u0(x) := u(x, y = 0) = x2. 使用特征线法求解该初值问题.

(2) 考虑 Hopf 方程 ut +6uux = 0, 并给出初始条件 u0(x) := u(x, t = 0). 使用特征线法求解该初值问
题. 请问 Hopf 方程的解是否光滑? 并说明其原因 (提示: 你可以考虑 ux(x, t)).
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特征线法示意图

解答 5. (1) 特征线法: 令参数 s, 沿特征线满足

dx

ds
= 1,

dy

ds
= 1,

du

ds
= 2.

初值在曲线 y = 0 给出, 记初始参数为 ξ, 初值为

x0 = ξ, y0 = 0, u0 = ξ2.

解得

x = ξ + s, y = s, u = ξ2 + 2s.

消去参数 s = y 和 ξ = x− y, 得到显式解

u(x, y) = (x− y)2 + 2y.

验证: u(x, 0) = x2 且 ux + uy = 2.

(2) Hopf 方程 ut + 6uux = 0. 沿特征线有

dt

ds
= 1,

dx

ds
= 6u,

du

ds
= 0,

解得

t = s+ C1(ξ), x = 6us+ C2(ξ), u = C3(ξ).

若初始曲线为 Γ = (0, ξ, u0(ξ)), 则 C1(ξ) = 0, C2(ξ) = ξ, C3(ξ) = u0(ξ).

x = ξ + 6t u0(ξ).
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因此隐式解为: u(x, t) = u0(ξ), 其中 ξ 由方程 x = ξ + 6t u0(ξ) 确定.

考察解的光滑性, 对 ξ 关于 x 求导得

1 = ξx + 6t u′
0(ξ) ξx =⇒ ξx =

1

1 + 6t u′
0(ξ)

.

于是

ux = u′
0(ξ) ξx =

u′
0(ξ)

1 + 6t u′
0(ξ)

.

当存在 ξ 使得 1 + 6t u′
0(ξ) = 0 时, ux 在有限时间变为无穷大, 即出现梯度爆破 (特征线相

交), 解不再光滑. 若初始导数满足 u′
0(ξ) ≥ 0 对所有 ξ 成立, 则分母恒正, 解保持全局光滑; 若

minξ u
′
0(ξ) < 0, 则在最早破裂时间

t∗ =
1

max[−6u′
0(ξ)]

> 0

处发生爆破 (blow-up).

举例: 取 u0(x) = −x (此时 u′
0 = −1), 隐式关系为 x = ξ − 6tξ = ξ(1− 6t), 于是 ξ =

x

1− 6t
,

u(x, t) = − x

1− 6t
, ux = − 1

1− 6t
,

在 t → 1/6 时 ux 发散, 说明在 t∗ = 1/6 出现破裂.
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