
Exercise Sheet – Mathematical Analysis III

Taiyang Xu∗

06/11/2025, Week 9

练习 1. 计算重积分

(1)
∫∫

D
3x

y2+xy3 dx dy, 其中 D 是由平面曲线 xy = 1, xy = 3, y2 = x, y2 = 3x 所围成的有界区域.

(2)
∫∫

D
x2−y2

√
x+y+3

dx dy, D = {(x, y) : |x|+ |y| ≤ 1}.

(3)
∫∫

D
(x+y) ln(1+y/x)√

1−x−y
dx dy, D = {(x, y) : 0 ⩽ y ⩽ x, 3

4
⩽ x+ y ⩽ 1}.

解答 1. (1) 令

u = xy, v =
y2

x
,

则

y = (uv)1/3, x = u2/3v−1/3.

计算雅可比行列式得 ∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = 1

3v
.

被积函数化为
3x

y2 + xy3
=

3x

y2(1 + xy)
=

3

v(1 + u)
.

因此原积分变换为∫∫
D

3x

y2 + xy3
dxdy =

∫ 3

u=1

∫ 3

v=1

3

v(1 + u)
· 1

3v
dvdu =

∫ 3

1

∫ 3

1

1

v2(1 + u)
dvdu.

变量可分离, 得(∫ 3

1

1

1 + u
du
)(∫ 3

1

1

v2
dv
)

= (ln 4− ln 2)
(
1− 1

3

)
= ln 2 · 2

3
=

2

3
ln 2.

故积分值为
2

3
ln 2.
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(2) 由轮转对称性, 容易知道该积分值为 0.

(3) 令
u = x+ y, v =

y

x
(0 ≤ v ≤ 1),

则

x =
u

1 + v
, y =

uv

1 + v
,

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = u

(1 + v)2
.

区域在 (u, v) 空间为 3
4
≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1, 被积函数变为

(x+ y) ln(1 + y/x)√
1− x− y

·
∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = u2 ln(1 + v)

(1 + v)2
√
1− u

.

因此积分可分离为

I =

∫ 1

3/4

u2

√
1− u

du ·
∫ 1

0

ln(1 + v)

(1 + v)2
dv.

计算第二个积分 (令 t = 1 + v) 得∫ 1

0

ln(1 + v)

(1 + v)2
dv =

∫ 2

1

ln t

t2
dt =

[
− ln t+ 1

t

]2
1
=

1− ln 2

2
.

计算第一个积分 (令 s = 1− u) 得∫ 1

3/4

u2

√
1− u

du =

∫ 1/4

0

(1− s)2√
s

ds = 2s1/2 − 4
3
s3/2 + 2

5
s5/2

∣∣∣1/4
0

=
203

240
.

综上

I =
203

240
· 1− ln 2

2
=

203(1− ln 2)

480
.

练习 2 (极坐标变换).

(1) 将积分 I =
∫∫

D
f(x, y) dx dy, D = {(x, y) : 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1} 变换为极坐标形式.

(2) 计算 I =
∫∫

D
(x+ y) dx dy, 其中 D 由 x+ y = x2 + y2 围成的区域.

(3) 计算 I =
∫∫

D
1
xy

dx dy, 其中 D = {(x, y) : 2 ≤ x
x2+y2 ≤ 4, 2 ≤ y

x2+y2 ≤ 4}.

解答 2. (1)

I =

∫ π/4

0

∫ 1/ cos θ

0

f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ +
∫ π/2

π/4

∫ 1/ sin θ

0

f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ.

(2) 令 x = r cos θ, y = r sin θ，则边界由

r(cos θ + sin θ) = r2 =⇒ r = cos θ + sin θ,
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且需 cos θ+ sin θ ≥ 0，故 θ ∈ [−π/4, 3π/4]. 被积函数 x+ y = r(cos θ+ sin θ)，雅可比为 r，因

此

I =

∫ 3π/4

−π/4

∫ cos θ+sin θ

0

r(cos θ + sin θ) r dr dθ =
1

3

∫ 3π/4

−π/4

(cos θ + sin θ)4 dθ.

记 cos θ + sin θ =
√
2 cos(θ − π/4)，令 ϕ = θ − π/4 得

I =
4

3

∫ π/2

−π/2

cos4 ϕ dϕ =
8

3

∫ π/2

0

cos4 ϕ dϕ =
8

3
· 3π
16

=
π

2
.

(此题最方便的方式是令 x = 1
2
+ cos θ, y = 1

2
+ sin θ)

(3) 令 x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0). 条件等价于

cos θ
r

∈ [2, 4],
sin θ

r
∈ [2, 4],

所以 θ ∈ (0, π/2) 且需满足 tan θ ∈ [1/2, 2], 即 θ ∈ [arctan(1/2), arctan 2]. 在该区间上以 π/4

为界, 利用关于 π/4 的对称性 (两段的结构相同), 可将两段合并为两倍一段来简化:

I = 2

∫ π/4

arctan(1/2)

∫ sin θ/2

cos θ/4

1

r2 cos θ sin θ
r dr dθ.

计算得到

I = (ln 2)2.

练习 3.

(1) 计算 I =
∫ 1

0

∫ 1

0
|xy − 1

4
| dx dy.

(2) 设 z = f(x, y) 在区域 D = [0, 1]× [0, 1] 上连续, 且∫∫
D

f(x, y) dx dy = 0,

∫∫
D

xyf(x, y) dx dy = 1.

证明: 存在 (ξ, η) ∈ D, 使得 |f(ξ, η)| ≥ I, I 为 (1) 中的积分值.

解答 3. (1) 直接计算, I = 3
32

+ ln 2
8

.

(2) 根据已知条件:∫∫
D

(
xy − 1

4

)
f(x, y) dx dy =

∫∫
D

xyf(x, y) dx dy − 1
4

∫∫
D

f(x, y) dx dy = 1− 0 = 1.

若不存在这样的 (ξ, η) ∈ D, 则对任意 (x, y) ∈ D 都有 |f(x, y)| < I. 那么

1 =
∣∣∣ ∫∫

D

(
xy − 1

4

)
f(x, y) dx dy

∣∣∣ ≤ sup
D

|f | ·
∫∫

D

∣∣xy − 1
4

∣∣ < I · I = I2.

3



但由 (1) 中结果 I2 < 1. 矛盾.

练习 4. 计算下列积分
I =

∫∫∫
Ω

dV
ρ2

,

其中 ρ 是点 (x, y, z) 到 x 轴的距离, 即 ρ =
√

y2 + z2. Ω 是一棱台, 它的六个顶点分别为 A(0, 0, 1),
B(0, 1, 1), C(1, 1, 1), D(0, 0, 2), E(0, 2, 2), F (2, 2, 2).

解答 4.
(投影法) 积分区域 Ω 在 yz 平面上的投影为梯形 T = ABED. 对任意给定的点 (y0, z0) ∈ T , 点
(x, y0, z0) 随 x 增大, 当 x = 0 时进入 Ω, 当 x = y0 ∈ [0, 2] 时离开 Ω.

I =

∫∫
T

dy dz
∫ y

0

1

y2 + z2
dx =

∫∫
T

y

y2 + z2
dy dz =

1

2
ln 2.

(截面法) 将 Ω 沿 x 向 xoy 平面投影, 每个截面为一等腰直角三角形.

I =

∫ 2

1

dz
∫∫

Dz

1

y2 + z2
dx dy =

∫ 2

1

dz
∫ z

0

dy
∫ y

0

1

y2 + z2
dx =

1

2
ln 2.

练习 5. 设 A = (aij)
3
i,j=1 为实的对称的正定阵, 证明椭球体 Ω :=

∑3
i,j=1 aijxixj ≤ 1 的体积为

V =
4π

3
√

detA
.

解答 5. 因 A 是 3× 3 的实对称正定矩阵, 则存在正交矩阵 Q 和对角矩阵 D = diag(λ1, λ2, λ3), 其
中 λi > 0, 使得

A = QDQT .

做变换

x = Qy,

则由于 Q 是正交矩阵, 有 | detQ| = 1, 且

3∑
i,j=1

aijxixj = xTAx = (Qy)TA(Qy) = yT (QTAQ)y = yTDy = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 .

椭球体变为

Ω′ =
{
y ∈ R3 : λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 ≤ 1

}
,
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该变换下的 Jacobi 行列式为: ∣∣∣∂(x1, x2, x3)

∂(y1, y2, y3)

∣∣∣ = ∣∣∣ detQ
∣∣∣ = 1.

因此

V =

∫∫∫
Ω

dx1 dx2 dx3 =

∫∫∫
Ω′

dy1 dy2 dy3.

令

zi =
√
λi yi, i = 1, 2, 3,

即

yi =
zi√
λi

.

该变换的雅可比矩阵为对角矩阵

J =
∂y

∂z
= diag

(
1√
λ1

,
1√
λ2

,
1√
λ3

)
,

其行列式为

| det J | = 1√
λ1λ2λ3

=
1√

detD
.

注意到 detD = λ1λ2λ3 = detA, 因此

dy =
1√

detA
dz.

同时，椭球体条件变为

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 = z21 + z22 + z23 ≤ 1,

即单位球体 B = {z ∈ R3 : ∥z∥ ≤ 1}. 因此, 椭球体 Ω 的体积为

V =

∫∫∫
Ω

dx =

∫∫∫
Ω′

dy =

∫∫∫
B

1√
detA

dz =
1√

detA
· 4π
3

=
4π

3
√

detA
.
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